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　　摘　要：　针对寿命周期中存在不完全维护影响的随机退化设备剩余寿命难以预测的问题，提出了一种考虑不完
全维护影响的退化建模和剩余寿命预测方法．首先，在Ｗｉｅｎｅｒ过程理论架下，建立了能够表征不完全维护影响的分阶
段退化过程模型，然后从阶段时间服从的逆高斯分布出发，利用逆高斯分布的卷积特性，从理论上推导出存在不完全

维护下寿命分布的解析解，并将维护效果的随机性和维护次数的影响传递到寿命分布中．进一步通过时间尺度变换，
得到了考虑未来存在不完全维护影响下的剩余寿命分布解析解．通过极大似然估计和最小二乘法对模型未知参数进
行了估计．最后将本文方法应用到陀螺仪的实际退化过程中，验证了所提方法的有效性．
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１　引言
　　预测与健康管理（ＰｒｏｇｎｏｓｔｉｃｓａｎｄＨｅａｌｔｈＭａｎａｇｅ
ｍｅｎｔ，ＰＨＭ）技术可以减少维护保障费用、提高设备的可
靠性和安全性、降低失效事件发生的风险，对于军事、航

空航天等安全性、可靠性要求较高的领域至关重

要［１～５］．剩余寿命预测作为ＰＨＭ的核心，得到了工业界

和学术界的广泛关注，涌现出了大量的研究成果［４，６，７］．
在剩余寿命预测的方法中，从经济性和安全性等限制

条件的角度出发，基于退化建模进行剩余寿命预测的

方法已成为主流［４～６，８］．文献［８］对退化建模方法进行
了系统而完整的综述，如 Ｗｉｅｎｅｒ过程、Ｇａｍｍａ过程、
Ｍａｒｋｏｖ链和隐Ｍａｒｋｏｖ过程等，其中 Ｗｉｅｎｅｒ过程具有良
好的数学特性，并且适合描述工程实际中具有增加或
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减小趋势的非单调的随机退化过程，同时能够得到健

康管理所需要剩余寿命分布，而不是单一的点估计，因

此已被广泛应用于退化建模和剩余寿命估计［９～１２］．然
而，现有绝大多数退化建模和剩余寿命预测研究均假

定设备在其寿命剖面内没有经历任何维护（如零部件

替换、校正、润滑等）活动［４～６，９～１２］．这对于不可修设备
或者所经历的维护活动对设备性能状态没有任何改

善，即未维护（或修复如旧）的情况是合理的．但对大部
分可修系统，这样的假设往往会影响退化建模和剩余

寿命预测的准确性．
在工程实际中，设备在其寿命剖面内常常会经历

一系列效果为修复非新的不完全维护干预．修复非新
的不完全维护，指维护后的效果介于未维护与完全修

如新之间，如：系统的退化指标未恢复至全新系统的水

平，但可以将退化设备的健康状况恢复至全新状态（修

复如新）与未维护（或修复如旧）状态之间的某一状态，

即介于修复如新与修复如旧之间［１３，１４］．比如，给转动不
稳定的机械部件添加润滑油改善不稳定状态、给行走

机器人更换磨损严重的部件延长机器人工作时间，给

绝缘性能不合格的电机清除积碳改善绝缘性能，对精

度下降的陀螺仪进行力矩器动平衡调整减小陀螺仪漂

移误差等．显然，不完全维护活动可改善设备的退化状
态，从而延长设备剩余寿命．因此，剩余寿命预测领域的
一种更为广义和实际的情况是，如何在修复非新这种

不完全维护活动影响下，建立设备的退化模型，且将维

护效果融入到设备剩余寿命分布预测中，这是剩余寿

命预测和健康管理中现实存在且亟需解决的问题．
随着剩余寿命预测研究的不断深入，近年来已经

有不少学者开始关注维护活动对设备退化过程和剩余

寿命预测结果的影响．如 ＩＳＯ１３３８１１将维护活动对设
备退化过程的影响列为未来需重点研究的内容［１５］．
Ｈｅｎｇ等在其综述中指出［１６］，在预测设备的剩余寿命和

可靠性时应考虑实际维护活动的影响，因为这些维护

活动不总是能够使设备达到修复如新的状态，而设备

在经历这些维护后，其剩余寿命和可靠性应该会有相

应的改变．Ｓｉｋｏｒｓｋａ等［１７］在其剩余寿命预测综述里也提

到运行环境的改变、维护活动的存在等情况将会影响

设备的剩余寿命预测结果，应得到进一步关注．文献
［８］也指出现有的基于退化建模的剩余寿命预测研究
均未考虑维护活动的影响，而只是考虑设备在一个维

护周期内的退化数据．尽管考虑维护活动影响的设备
剩余寿命预测问题具有重要的实际意义，但有关该问

题的研究成果却鲜有报道．Ｙｏｕ［１８］等提出拓展比例风险
模型对不完全维护问题进行了仿真分析，得到了寿命

预测的均值和方差，但这没有获得健康管理所需要的

解析形式的剩余寿命分布．Ｇｕｏ［１９］等对修复非新情况下

如何降低费用率的最优维护进行了建模研究，但并没

有涉及寿命预测．Ｌｉａｏ［２０］等对修复非新不完全维护情况
下基于状态的预防维护建模和维护策略进行了研究，

并讨论了最优维护阈值的确定方法，但未进行剩余寿

命预测的研究．
本文针对现有基于退化建模进行剩余寿命预测的

研究中，尚未解决如何准确预测存在不完全维护影响

的设备剩余寿命问题，提出了一种考虑不完全维护影

响下基于Ｗｉｅｎｅｒ过程退化建模方法．首先，在Ｗｉｅｎｅｒ过
程理论框架下，建立了设备退化过程中阶段内的退化

轨迹模型．然后，利用逆高斯分布的卷积特性，推导出了
存在不完全维护影响下设备寿命分布的解析解．进一
步，考虑不完全维护效果的随机性，将维护效果的影响

传递到剩余寿命分布的解析解中．并基于极大似然估
计和最小二乘方法，对模型未知参数进行了估计．最后，
通过对陀螺仪性能退化数据验证了本文提出的方法．

２　问题描述
　　对于存在不完全维护影响下的随机退化设备剩余
寿命预测问题，可由图１进行描述．其中，横坐标为时间
ｔ，纵坐标为反映设备性能随时间 ｔ变化的状态退化量
Ｘ（ｔ），ｔ≥{ }０，ｗｐ为设备的预防维护阈值，一般根据对
设备的可靠性要求或维护管理费用所确定．ｗｆ为设备
失效阈值，一般由工业标准、对产品的可靠性和精度要

求等确定，如锂电池电容、机械设备振动幅值、裂纹长度

和陀螺漂移等．Ｔ１、Ｔ２、Ｔ３…为维护时刻．这里以维护时
刻为节点，将第ｉ次维护后第ｉ＋１次维护前的阶段定义
为第ｉ＋１退化阶段，若维护总次数为 ｎ，则 ｉ∈［０，ｎ］，
设备退化过程可划分为 ｎ＋１个阶段．当设备退化状态
Ｘ（ｔ）达到ｗｐ时，进行维护效果为修复非新的不完全维
护，即维护后的状态并没有恢复到初始时的全新状态，

而是存在一定的状态残余量．另外，由于设备运行中的
磨损等不可逆因素，维护后的状态残余量一般随着维

护次数的增多而增加．在工程实际中，依据维护效果、维
护费用率和对设备可靠性的要求，一般维护次数ｎ是有
限的．此类随机退化设备的寿命定义为在其生命周期
中的任意时刻，经过有限次维护后（第 ｎ＋１阶段除
外），退化状态首次达到失效阈值 ｗｆ的时间．需要说明
的是，在本文研究中，维护时间本身的耗时不影响设备

寿命，如设备在停机状态下维护的时间不计入设备的

工作寿命．具体的退化模型和剩余寿命的数学描述在
下一节给出．

３　考虑不完全维护影响下的退化建模

３１　分阶段Ｗｉｅｎｅｒ过程建模
基于Ｗｉｅｎｅｒ过程的退化模型是一类典型的描述设

１４７１
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备随机退化过程的线性随机模型［３～６，８，９］，并且此类模型

已经在机械磨损、设备腐蚀等退化中得到广泛应用．一
般的，基于Ｗｉｅｎｅｒ过程的退化模型可以描述为

Ｘ（ｔ）＝ｘ０＋λｔ＋σＢＢ（ｔ） （１）
其中ｘ０为退化设备的初始状态，λ为漂移系数，σＢ为扩
散系数，Ｂ（ｔ）为标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，且有 σＢＢ（ｔ）～
Ｎ（０，σ２Ｂｔ），用来刻画退化过程的随机动态．本文针对退
化过程中存在修复非新维护影响的情况，基于式（１）和
退化过程中的维护信息，建立退化过程各阶段的退化

模型．具体地，在第ｉ＋１退化阶段设备的退化模型可表
示为

Ｘ（ｔｉ＋１）＝Ｘ（Ｔ
＋
ｉ）＋λｔｉ＋１＋σＢＢ（ｔｉ＋１） （２）

其中ｉ∈［０，ｎ］表示系统已维护次数，ｔｉ＋１为在 ｉ＋１阶段
内，以第ｉ次维护时刻Ｔｉ为零起点的任意时刻．Ｘ（ｔｉ＋１）
代表系统在ｉ＋１阶段的任意时刻退化量，Ｘ（Ｔ＋ｉ）为第ｉ
次维护时刻Ｔｉ后的状态残余量．在未维护的第１阶段，
即ｉ＝０时，Ｘ（Ｔ＋０）＝ｘ０为第１阶段的初值．
３２　剩余寿命的定义

基于随机过程首达时间的概念［２１］，定义随机过程

Ｘ（ｔｉ＋１）在某一阶段的阶段时间 Ｔｉ＋１为设备的退化状态
首次达到某一预设阈值ｗｐ或ｗｆ的时间，具体可表示为

Ｔｉ＋１＝ｉｎｆ｛ｔｉ＋１：Ｘ（ｔｉ＋１）≥ｗｉ＋１｜Ｘ（Ｔ
＋
ｉ）＜ｗｉ＋１｝（３）

其中ｗｉ＋１为第ｉ＋１阶段预先设定的阈值，当０≤ｉ＜ｎ
时，ｗｉ＋１＝ｗｐ，当ｉ＝ｎ时，ｗｉ＋１＝ｗｆ．

基于此，令 Ｘｉ＋１１：ｋ＝｛ｘｉ＋１，１，ｘｉ＋１，２…ｘｉ＋１，ｋ｝表示在第 ｉ
＋１阶段内的 ｔｉ＋１，１，ｔｉ＋１，２，…，ｔｉ＋１，ｋ时刻获得的监测数
据，其中ｘｉ＋１，ｋ＝Ｘ（ｔｉ＋１，ｋ），定义系统在第 ｉ＋１阶段 ｋ时
刻的阶段剩余时间：

Ｌｉ＋１，ｋ＝ｉｎｆ｛ｌｉ＋１，ｋ＞０：Ｘ（ｔｉ＋１，ｋ＋ｌｉ＋１，ｋ）≥ｗｉ＋１｝ （４）
其对应阶段剩余时间的概率密度函数位 ｆＬｉ＋１，ｋ（ｌｉ＋１，ｋ）．这
里，假设各阶段剩余时间相互独立，则从第 ｉ＋１阶段 ｋ
时刻到最终失效的剩余寿命（ＲｅｍａｉｎｉｎｇＵｓｅｆｕｌＬｉｆｅ，
ＲＵＬ）Ｌｉ＋１，ｋ可表示为

Ｌｉ＋１，ｋ ＝Ｌｉ＋１，ｋ＋Ｉ（ｉ）∑
ｊ＝ｎ－ｉ＋１

ｊ＝２
Ｌｉ＋ｊ （５）

其对应的概率密度函数为ｆＬｉ＋１，ｋ（ｌ

ｉ＋１，ｋ），其中Ｉ（ｉ）为示性

函数，即Ｉ（ｉ）＝
１， ｉ＜ｎ
０， ｉ＝{ ｎ

．当在初始阶段初始时刻时，

则剩余寿命Ｌｉ＋１，ｋ即为ｎ＋１个阶段时间之和，对应着设
备整个寿命周期的寿命Ｔ．

本文的主要目标是基于当前状态监测数据和维护

信息，求解ｆＬｉ＋１，ｋ（ｌ

ｉ＋１，ｋ）．从以上建模过程可以发现，本文

区别于现有研究的不同之处在于推导出了考虑不完全

维护干预下的多个阶段时间和的概率分布，并推导出

融合不完全维护效果分布的剩余寿命概率密度函数的

解析形式．

４　考虑修复非新维护干预下的剩余寿命预测

４１　多阶段时间和的概率密度函数
首先考虑不存在维护干预的Ｗｉｅｎｅｒ过程在首达时

间意义下阶段时间分布的概率密度函数（Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ＤｅｎｓｉｔｙＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ），可由以下引理给出．

引理１［２２，２３］　根据式（３）的定义，则 Ｗｉｅｎｅｒ过程式
（１）的首达时间分布为逆高斯分布，其ＰＤＦ为

ｆＴ（ｔ）＝
ｗ－ｘ０
σＢ ２πｔ槡

３
×ｅｘｐ －

（ｗ－ｘ０－λｔ）
２

２ｔσ２[ ]
Ｂ

（６）

其中ｗ可表示设定的维护阈值或失效阈值．
基于式（６），对于存在维护影响的阶段时间的

ＰＤＦ，可用ｗｉ＋１表示第ｉ＋１阶段的阈值，ｘｉ＋１，１表示第ｉ＋
１阶段的初值，具体为

ｆＴｉ＋１（ｔｉ＋１）＝
ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１
２πσ２Ｂｔ

３
ｉ槡 ＋１

ｅｘｐ －
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１－λｔｉ＋１）

２

２σ２Ｂｔｉ{ }
＋１

（７）

进一步，令η＝λ
２

σ２Ｂ
，
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）

２

σ２Ｂ
＝χｉ＋１，经过一系列变

换推导，具体可参见文献［２４］，可得如下形式的逆高斯
分布：

ｆＴｉ＋１（ｔｉ＋１｜η，χｉ＋１）＝
χｉ槡 ＋１

２πｔ３ｉ槡 ＋１

ｅｘｐ χｉ＋１槡 ηｅｘｐ －１２（ηｔｉ＋１＋
χｉ＋１
ｔｉ＋１{ }），ｔｉ＋１＞０

（８）

在首达时间的框架下，基于卷积的特性，即两个独

立变量之和的概率密度函数为这两个变量概率密度函

数的卷积．接下来，为了计算式（８）所描述的多个阶段
时间和的概率密度函数，引入以下逆高斯分布的定理．

引理２［２４］　对式（８）表示的逆高斯分布有如下卷
积结论成立：

ｆ（ｔｉ＋１｜η，χｉ＋１）ｆ（ｔｉ＋２｜η，χｉ＋２）＝

ｆ（^ｔ｜η，（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）
２）

（９）

其中表示卷积，^ｔ为第 ｉ＋１阶段和第 ｉ＋２阶段的任
意时刻．其具体证明过程可参见文献［２４］．
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基于引理２，可得到如下关于多个阶段时间和的概
率密度函数的结论．

定理１　基于阶段时间的定义式（３）和退化过程首
达时间意义下的阶段时间分布式（６），利用逆高斯分布
的卷积性质，可得随机退化设备 ｎ＋１个阶段时间和
（即寿命）的概率密度函数为

　　ｆＴ（ｔ
）＝ｆＴ１（ｔ１）ｆＴ２（ｔ２）…
ｆＴｉ＋１（ｔｉ＋１）…ｆＴｎ＋１（ｔｎ＋１）

＝
∑
ｉ＝ｎ＋１

ｉ＝１
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）

２πσ２Ｂ（ｔ
）槡

３

ｅｘｐ－
∑
ｉ＝ｎ＋１

ｉ＝１
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）－λｔ[ ] ２

２σ２Ｂｔ
{ }

（１０）

其中 ｔ表示随机退化设备整个寿命周期内的任意
时刻．

证明　基于引理２，可得第 ｉ＋１阶段和第 ｉ＋２阶
段时间和的概率密度函数为两个阶段内概率密度函数

的卷积，具体为

ｆ（ｔ｜η，χｉ＋１）ｆ（ｔ｜η，χｉ＋２）

＝
χｉ槡 ＋１

２πｔ３ｉ槡 ＋１

ｅｘｐ χｉ＋１槡 ηｅｘｐ －（ηｔｉ＋１＋
χｉ＋１
ｔｉ＋１{ }）


χ槡２

２πｔ３ｉ槡 ＋２

ｅｘｐ χｉ＋２槡 ηｅｘｐ －１２（ηｔｉ＋２＋
χｉ＋２
ｔ{ }）

＝
（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）槡

２

２π^ｔ槡
３

ｅｘｐ （ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）
２

槡 η

　ｅｘｐ －１２（η^ｔ＋
（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）

２

ｔ^{ }）
＝
（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）

２π^ｔ槡
３

ｅｘｐ（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）槡[ ]η

　ｅｘｐ －１２（η^ｔ＋
（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）

２

ｔ^{ }）
＝ １
２π^ｔ槡

３

（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）＋（ｗｉ＋２－ｘｉ＋２，１）
σＢ

　ｅｘｐ（ χｉ槡 ＋１＋ χｉ槡 ＋２）槡[ ]η ×

　ｅｘｐ －１２
λ２

σ２Ｂ
ｔ^＋
［（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）＋（ｗｉ＋２－ｘｉ＋２，１）］

２

σ２Ｂ^[ ]{ }ｔ

＝
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）＋（ｗ２－ｘｉ＋２，１）

２πσ２Ｂ^ｔ槡
３

ｅｘｐ －
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，１）＋（ｗｉ＋２－ｘｉ＋２，１）－λ^[ ]ｔ２

２σ２Ｂ^{ }ｔ
（１１）

其中 ｔ^为第ｉ＋１阶段和第 ｉ＋２阶段的任意时刻．以此
类推，从第１阶段到第 ｎ＋１阶段时间和的概率密度函

数ｆＴ（ｔ
）可表示为式（１０）．

证毕．
为便于表示，这里将每次维护后的状态残余量

Ｘ（Ｔ＋ｉ）写成Ｘ
ｉ
Ｔ的形式．考虑到每次维护后状态残余量

的随机性，则整个寿命周期中的状态残余量的和可表

示为珔Ｘ＝珋ｘ＝∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｘｉＴ，进一步在给定维护后状态残余量珔Ｘ

的情况下，利用全概率公式可得寿命Ｔ的ＰＤＦ为

ｆＴ（ｔ
）＝∫ΦｆＴ｜珔Ｘ（ｔ ｜珋ｘ）ｆ珔Ｘ（珋ｘ；θ）ｄ珋ｘ （１２）

其中ｆ珔Ｘ（珋ｘ；θ）表示 珔Ｘ的ＰＤＦ，θ为参数，Φ表示 珔Ｘ的参数
空间．

为了便于计算式（１２），首先给出以下引理．
引理３［４］　如果Ｚ～Ｎ（μ，σ２），且 ｗ１，ｗ２，Ａ，Ｂ∈Ｒ，

Ｃ∈Ｒ＋，则有

ＥＺ （ｗ１－ＡＺ）ｅｘｐ －
（ｗ２－ＢＺ）

２

２{ }[ ]Ｃ

＝ Ｃ
Ｂ２σ２＋槡 Ｃ

ｗ１－Ａ
Ｂｗ２σ

２＋μＣ
Ｂ２σ２＋( )Ｃ

·ｅｘｐ －
（ｗ２－Ｂμ）

２

２（Ｂ２σ２＋Ｃ{ }）

（１３）

具体证明过程可参见文献［４］．
维护后的状态残余量 ＸｉＴ的分布可根据工程经验、

数据拟合度等确定，并可对选择的分布通过假设检验

的方法进行验证．
接下来，给出一类常见的分布，ＸｉＴ～Ｎ（α

ｉμＸ，σ
２
Ｘ），

其中αｊ为残余状态增长因子，表示维护后的状态与维
护次数是相关的，可得以下推论．

推论１　如果修复非新维护干预后的状态残余量
服从正态分布ＸｉＴ～Ｎ（α

ｉμＸ，σ
２
Ｘ），那么退化设备的寿命

Ｔ的ＰＤＦ可表示为

ｆＴ（ｔ
）＝ １

２π（ｔ）２（ｎσ２Ｘ＋σ
２
Ｂｔ


槡 ） (× ∑ｉ＝ｎｉ＝１ｗｉ－ｘ１，１
－
σ２Ｘ（∑

ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－λｔ

）＋∑
ｉ＝ｎ－１

ｉ＝１
αｉμＸσ

２
Ｂｔ


ｎσ２Ｘ＋σ
２
Ｂｔ )

×ｅｘｐ－
（∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－λｔ

 －∑
ｉ＝ｎ－１

ｉ＝１
αｉμＸσ

２
Ｂｔ
）２

２（ｎσ２Ｘ＋σ
２
Ｂｔ
{ }
）

（１４）
证明　如果修复非新的状态残余量服从正态分布

ＸｉＴ～Ｎ（α
ｉμＸ，σ

２
Ｘ），则设备在寿命周期内维护后的总状

态残余量 珔Ｘ～Ｎ（∑
ｉ＝ｍ－１

ｉ＝１
αｉμＸ，ｎσ

２
Ｘ），进而有 珔Ｘ的ＰＤＦ为

ｆ珔Ｘ（珋ｘ）＝（１／ ２πｎσ２槡 Ｘ） {ｅｘｐ －（珋ｘ－∑
ｉ＝ｎ－１

ｉ＝１
αｉμＸ）

２／（２ｎσ２Ｘ }）
（１５）
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进一步，基于引理３和式（１５），则有

∫Φ
∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
（ｗｉ－ｘｉ，１）

２πσ２Ｂ（ｔ
）槡

３

ｅｘｐ－
（∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
（ｗｉ－ｘｉ，１）－λｔ

）２

２σ２Ｂｔ
{ }

ｆ珔Ｘ（珋ｘ）ｄ珋ｘ

＝∫Φ
∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－珋ｘ

２πσ２Ｂ（ｔ
）槡

３

ｅｘｐ－
（∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－珋ｘ－λｔ

）２

２σ２Ｂｔ
{ }

ｆ珔Ｘ（珋ｘ）ｄ珋ｘ

＝Ｅ珔{Ｘ ∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－珔Ｘ

２πσ２Ｂ（ｔ
）槡

３

ｅｘｐ－
（∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－λｔ

 －珔Ｘ）２

２σ２Ｂｔ
{ }}

＝ １
２πσ２Ｂ（ｔ

）槡
３

Ｅ珔{Ｘ （∑ｉ＝ｎｉ＝１ｗｉ－ｘ１，１－珔Ｘ）
ｅｘｐ－

（∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－λｔ

 －珔Ｘ）２

２σ２Ｂｔ
{ }}

＝ １
２π（ｔ）２（ｎσ２Ｘ ＋σ

２
Ｂｔ


槡 ）

(× ∑ｉ＝ｎｉ＝１ｗｉ－ｘ１，１
－
σ２Ｘ（∑

ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－λｔ

）＋∑
ｉ＝ｎ－１

ｉ＝１
αｉμｘσ

２
Ｂｔ


ｎσ２ｘ＋σ
２
Ｂｔ )

×ｅｘｐ－
（∑
ｉ＝ｎ

ｉ＝１
ｗｉ－ｘ１，１－λｔ

 －∑
ｉ＝ｎ－１

ｉ＝１
αｉμＸσ

２
Ｂｔ
）２

２（ｎσ２Ｘ ＋σ
２
Ｂｔ
{ }
）

（１６）
证毕．

下面，基于推论１对退化过程中的剩余寿命分布进
行讨论．
４２　时间尺度变换

考虑到系统退化过程是离散监测的，例如在第ｉ＋１
阶段监测点０＜ｔｉ＋１，１＜ｔｉ＋１，２＜…＜ｔｉ＋１，ｋ上，将系统从第ｉ
＋１阶段开始运行到当前时刻 ｔｉ＋１，ｋ的监测数据的集合

描述为 Ｘｉ＋１１：ｋ ＝｛ｘｉ＋１，１，ｘｉ＋１，２…ｘｉ＋１，ｋ｝，其中 ｘｉ＋１，ｋ＝
Ｘ（ｔｉ＋１，ｋ），由退化过程的马氏性，将 ｔｉ＋１，ｋ开始的退化过
程表示为

Ｘ（ｔｉ＋１）＝ｘｉ＋１，ｋ＋λ（ｔｉ＋１－ｔｉ＋１，ｋ）＋σＢ［Ｂ（ｔｉ＋１）－Ｂ（ｔｉ＋１，ｋ）］
（１７）

进一步，将模型中的时间尺度变换为 ｉ＋１阶段的
阶段剩余时间 ｌｉ＋１，ｋ＝ｔｉ＋１－ｔｉ＋１，ｋ，ｌｉ＋１，ｋ＞０，则随机过程
可描述为

Ｘ（ｌｉ＋１，ｋ＋ｔｉ＋１，ｋ）
＝ｘｉ＋１，ｋ＋λｌｉ＋１，ｋ＋σＢ［Ｂ（ｌｉ＋１，ｋ＋ｔｉ＋１）－Ｂ（ｔｉ＋１，ｋ）］

（１８）
由标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的性质，对于 ｔｉ＋１，ｋ时刻的阶

段剩余时间可通过计算随机过程｛珘Ｘ（ｌｉ＋１，ｋ），ｌｉ＋１，ｋ＞０｝
首达第ｉ＋１阶段阈值ｗｉ＋１的时间得到，有
珘Ｘ（ｌｉ＋１，ｋ）＝ｘｉ＋１，ｋ＋λｌｉ＋１，ｋ＋σＢＷ（ｌｉ＋１，ｋ），ｌｉ＋１，ｋ＞０

（１９）
其中

Ｗ（ｔｉ＋１）＝Ｂ（ｔｉ＋１＋ｔｉ＋１，ｋ）－Ｂ（ｔｉ＋１，ｋ） （２０）
进一步，可得 ｔｉ＋１，ｋ时刻在第 ｉ＋１阶段内的阶段剩

余时间Ｌｉ＋１，ｋ的概率密度函数为
ｆＬｉ＋１，ｋ｜Ｘｉ＋１１：ｋ ｌｉ＋１，ｋ｜Ｘ

ｉ＋１
１：( )ｋ

＝
ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，ｋ
σＢ ２πｌ３ｉ＋１，槡 ｋ

×ｅｘｐ －
（ｗｉ＋１－ｘｉ＋１，ｋ－λｌｉ＋１，ｋ）

２

２ｌｉ＋１，ｋσ
２[ ]
Ｂ

（２１）
从式（２１）可以看出与式（６）具有类似的模型结构．

因此，类似于定理 １的推导过程，在阶段剩余时间式
（４）的定义下可得到退化设备在 ｔｉ＋１，ｋ的剩余寿命 Ｌ


ｉ＋１，ｋ

分布的解析解．
定理３　基于定理１和剩余时间的定义式（５），退

化设备在 ｔｉ＋１，ｋ（ｉ＜ｎ）时刻的剩余寿命 Ｌ

ｉ＋１，ｋ的 ＰＤＦ可

表示为

ｆＬｉ＋１，ｋ（ｌ

ｉ＋１，ｋ）＝

１
２π（ｌｉ＋１，ｋ）

２（ｎσ２Ｘ＋σ
２
Ｂｌ

ｉ＋１，ｋ槡 ）

(× ∑ｊ＝ｎ＋１－ｉｊ＝１
ｗｉ＋ｊ－ｘｉ＋１，ｋ

－
σ２Ｘ（∑

ｊ＝ｎ＋１－ｉ

ｊ＝１
ｗｉ＋ｊ－ｘｉ＋１，ｋ－λｌ


ｉ＋１，ｋ）＋∑

ｊ＝ｎ－ｉ

ｊ＝１
αｉ＋ｊ－１μＸσ

２
Ｂｌ

ｉ＋１，ｋ

ｎσ２Ｘ＋σ
２
Ｂｌ

ｉ＋１，

)
ｋ

×ｅｘｐ ∑
ｊ＝ｎ＋１－ｉ

ｊ＝１
ｗｉ＋ｊ－∑

ｊ＝ｎ－ｉ

ｊ＝１
αｉ＋ｊ－１μＸσ

２
Ｂｌ

ｉ＋１，ｋ－ｘｉ＋１，ｋ－λｌ


ｉ＋１，[ ]ｋ

２

２（ｎσ２Ｘ＋σ
２
Ｂｌ

ｉ＋１，ｋ

{ }
）

（２２）
其中ｉ，ｊ为整数，且０≤ｉ＜ｎ，当ｉ＋ｊ＜ｎ＋１时，ｗｉ＋ｊ＝ｗｐ，
当ｉ＋ｊ＝ｎ＋１时，ｗｉ＋ｊ＝ｗｆ．
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证明过程可通过对推论１进行一系列变化得到，在
此省略．

当ｉ＝ｎ时，即在第 ｎ＋１阶段，系统不再经历维护
而直接退化到失效阈值，系统已经过 ｎ次（ｊ＝ｎ）维护，
此时处于第ｎ＋１阶段某时刻的剩余寿命预测为

ｆＬｎ＋１，ｋ｜Ｘｉ＋１１：ｋ（ｌｎ＋１，ｋ｜Ｘ
ｉ＋１
１：ｋ）＝

ｗｆ－ｘｎ＋１，ｋ
σＢ ２πｌ３ｎ＋１，槡 ｋ

×ｅｘｐ －
（ｗｆ－ｘｎ＋１，ｋ－λｌｎ＋１，ｋ）

２

２ｌｎ＋１，ｋσ
２[ ]
Ｂ

（２３）
注释１　式（２３）估计的剩余寿命 ＰＤＦ也就是不存

在维护干预下的剩余寿命估计．而对式（２２）而言，当修
复的效果为修复如旧时，或不存在维护的情况下时，即

式（２２）中αｉμＸ＝ｗｉ，σ
２
Ｘ＝０，则式（２２）退化为式（２１）．当

修复如新的情况时，也就是维护后的状态残余量为 ０
时，式（２２）中αｉμＸ＝０，σ

２
Ｘ＝０，则式（２２）退化为式（２１）

的形式，只不过此时用式（２２）中的∑
ｊ＝ｍ－ｉ

ｊ＝０
ｗｉ＋ｊ代替了式

（２１）中的ｗｉ．因此考虑修复非新维护干预下的剩余寿
命分布的ＰＤＦ更具一般性和灵活性．

５　参数估计
　　式（２２）中需要估计的参数主要包括两部分，一是
退化模型（２）中的未知参数 Θ＝（λ，σＢ），二是状态残
余量ＸｉＴ的ＰＤＦ中的参数θ．例如，若Ｘ

ｉ
Ｔ～Ｎ（α

ｉμＸ，σ
２
Ｘ），

则θ＝（α，μＸ，σＸ）．
５１　退化模型参数Θ的估计

为了完成退化模型式（２）中的未知参数λ和σＢ的
估计，这里假设有Ｑ个被测设备，并且第 ｑ个设备在第
１阶段的采样时间点为 ｔｑ１，１，…，ｔ

ｑ
１，ｍ，其中 ｍ表示第 ｑ个

设备的测量值，ｑ＝１，…，Ｑ．因此，基于模型式（２）第 ｑ
个设备第１阶段第ｋ个采样点ｔｑ１，ｋ的退化轨迹可以写成

Ｘｑ（ｔ１，ｋ）＝Ｘ
ｑ（０）＋λｔｑ１，ｋ＋σＢＢ（ｔ１，ｋ） （２４）

其中ｋ＝１，…，ｍ．这里引入中间变量Ｒｑ（ｔｑ１，ｋ）＝Ｘ
ｑ（ｔｑ１，ｋ）

－Ｘｑ（０），Ｒｑ（ｔｑ１，ｋ）的具体实现为ｒ
ｑ（ｔｑ１，ｋ），对应获取的退

化数据为｛Ｒｑ（ｔｑ１，ｋ）＝ｒ
ｑ（ｔｑ１，ｋ），ｑ＝１，…，Ｑ，ｋ＝１，…，

ｍ｝．则式（２４）可写为
Ｒｑ（ｔｑ１，ｋ）＝λｔ

ｑ
１，ｋ＋σＢＢ（ｔ

ｑ
１，ｋ） （２５）

进一步，令Ｔｑ＝（ｔｑ１，ｋ，…，ｔ
ｑ
１，ｍ）′，Ｒ

ｑ＝（ｒｑ（ｔｑ１，ｋ），…，
ｒｑ（ｔｑ１，ｍ））′，这里（·）′表示矢量的转置，Ｒ表示本阶段
退化数据的集合，由Ｒｑ，ｑ＝１，…，Ｑ组成．根据式（２５）
和标准ＢＭ过程的独立增量性质，可知 Ｒｑ服从多维正
态分布，其均值和协方差分别为

μｑ＝λＴｑ （２６）
Ωｑ＝σ２ＢＱ

ｑ （２７）

其中

Ｑｑ＝

ｔｑ１，１ ｔｑ１，１ … ｔｑ１，１
ｔｑ１，１ ｔｑ１，２ … ｔｑ１，２
   

ｔｑ１，１ ｔｑ１，２ … ｔｑ１，











ｍ

（２８）

则关于Θ对应所有测试数据Ｒ的似然函数为

（Θ Ｒ）＝－ｍＱ２ｌｎ（２π）－
Ｑ
２ｌｎΩ

ｑ

－１２∑
Ｑ

ｑ＝１
（Ｒｑ－λＴｑ）′（Ωｑ）－１（Ｒｑ－λＴｑ）

（２９）
因此，λ和 σＢ可以通过最大化式（２９）得到，这里

可以采用ＭＡＴＬＡＢ中多维搜索的方法得到．类似的极
大似然估计的方法可详见文献［４，１０］．
５２　不完全维护影响的分布参数θ估计

不完全维护影响的分布参数 θ可以通过极大似然
估计和最小二乘法进行估计．这里假设 ＸｉＴ～Ｎ（α

ｉμＸ，
σ２Ｘ），则θ＝（α，μＸ，σＸ）．利用Ｑ个历史同类产品维护过
程中的状态数据进行估计．

这里用μＸｉ和σＸｉ分别表示第 ｉ次维护后状态 Ｘ
ｉ
Ｔ的

均值和方差，Ｘｑｉ表示第 ｑ个设备在第 ｉ次维护后的状
态，则由极大似然估计的方法，有

（μＸｉ，σＸｉ Ｘ
ｑ
ｉ）＝∏

Ｑ

ｑ＝１
ｆＸｉ（ｘ

ｑ
ｉ；μＸｉ，σＸｉ） （３０）

极大化ｌｎ（μＸｉ，σＸｉ Ｘ
ｑ
ｉ），即可得到 μＸｉ和σＸｉ．对于μＸ取

Ｑ个设备首次维护后状态的期望μＸ１，对σＸ取各估计值
σＸｉ的期望，即

σＸ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
σＸｉ （３１）

而对于α的估计，则采用最小二乘法进行估计．令ＵＸｉ＝
（μＸｉ，μＸｉ＋１…μＸｎ－１）′，ＵＸｉ＋１ ＝（μＸｉ＋１，μＸｉ＋２…μＸｎ）′，则有

ＵＸｉ＝αＵＸｉ＋１ （３２）
进一步计算可得

α＝［（ＵＸｉ＋１）′ＵＸｉ＋１］
－１（ＵＸｉ＋１）′ＵＸｉ （３３）

６　实例研究
　　为了验证本文所提方法的有效性，本节对航空航
天领域常用的高精度陀螺仪进行剩余寿命预测．
６１　陀螺仪退化过程描述

陀螺仪是导弹导航系统的核心器件，对导航精度

具有决定性作用．但高精度陀螺仪具有结构复杂、价格
昂贵、使用寿命短，运行寿命周期内性能逐渐退化的特

点．一旦陀螺仪精度严重下降或失效时，将严重影响导
弹命中精度．在实际使用过程中，由于陀螺仪本身电机
磨损、内部结构蠕变等因素导致总体性能逐渐下降，而

陀螺仪漂移系数是衡量陀螺仪精度的重要指标之一，
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也决定了惯性平台的导航精度．陀螺仪的漂移系数越
小则导航精度越高，漂移系数增大，则直接导致陀螺仪

导航精度下降．因此对含有陀螺设备的导航装置在储
存过程中或使用前，一般需要对漂移系数进行测试标

定，检验其是否在允许范围内，并将标定出的漂移系数

装定到飞控计算机，用于导弹飞行过程中对陀螺漂移

造成的导航误差进行计算补偿．在测试过程中，当陀螺
仪漂移系数超过预设的某一警戒值时，可通过调整陀

螺仪力矩器对漂移系数进行适当地调整校正，减小漂

移误差．但由于陀螺内部电机的磨损等因素导致的退
化是不可逆的，因此每次维护后的效果是修复非新且

逐次降低的，再考虑到可靠性和维护成本的限制，维护

次数是有限的．然而，当陀螺漂移系数超出失效阈值时，
表明该陀螺已不能满足导航要求而失效［２５，２６］，则认为

其寿命终止．
下面采用本文提出的方法对存在不完全维护影响

下的某型陀螺仪剩余寿命进行预测．本文采用的陀螺
仪退化数据，是对库房储存中的同批次、同型号的三个

陀螺仪在相同监测点上的监测数据，具体为陀螺漂移

误差模型的一次项漂移系数．对于漂移系数的测试方
法，根据陀螺漂移误差模型，可借助转台通过开环或闭

环的方式测得不同位置下陀螺的漂移量，再根据漂移

系数在不同位置处所受重力加速度的激励情况，标定

出各漂移系数［２５，２６］．在获取陀螺仪监测数据过程中，测
试环境（温湿度、振动等）和通电工作时间符合测试要

求，每次测试的连续工作时间为２５小时，测试后断电
停机，标定出陀螺漂移系数值，等下次监测时重新启动

陀螺仪进行测试．这种间隙工作符合陀螺仪工作要求，
使其退化过程相对平稳．此类陀螺仪退化过程中预设
的维护阈值 ｗｐ＝０３６°／ｈ，失效阈值 ｗｆ＝０４２°／ｈ，退
化过程共经过２次校正维护．具体采集的退化曲线如图
２所示．

从图２可以看出，漂移系数是逐渐增大的，在经历

维护后明显下降，但并没有回归到０，即修复非新，且维
护后的状态残余量是逐渐增大的，即维护效果是逐渐

减弱的．为便于比较，这里将不同情况下的剩余寿命预
测方法做如下定义：将文献［９］中未考虑维护的方法定
义为方法１，同时，将考虑修复如新维护影响的方法定
义为方法２，将本文提出的不完全维护影响的方法定义
为方法３，并选择原始数据中的１号陀螺仪数据进行验
证．基于２号陀螺仪和３号陀螺仪的历史数据，采用第５
部分参数估计的方法，对各参数的估计结果分别为：λ
＝０００３０，σＢ＝０００９７，μＸ＝０１０１６，σＸ＝００１４０，α＝
１８２２．为比较三种方法的剩余寿命预测结果，下面分析
三种方法预测的寿命分布．
６２　三种方法预测的寿命比较

陀螺仪漂移系数在２４５小时时超过失效阈值 ｗｆ＝
０４２，因此可确定陀螺仪的实际寿命为２４５小时．按照
定理１，在初始时刻三种方法的寿命分布和期望值如图
３所示．在图３中，方法１和方法２所预测的寿命期望值
均偏离实际寿命值较远，而本文提出的方法３所预测的
寿命期望值与实际寿命值较近，表明方法３预测的结果
更准确．另外，方法３预测的寿命的 ＰＤＦ可以很好的覆
盖陀螺仪的实际寿命，表明预测准确的概率高．比较而
言，实际寿命位于方法１和方法２预测的寿命的ＰＤＦ的
边缘部位，说明预测准确的概率很低．接下来，进一步分
析在第一和第二阶段各监测点预测的剩余寿命的 ＰＤＦ
和期望．

６３　三种方法预测的剩余寿命比较
三种方法在各监测点上预测的剩余寿命分布如图

４所示．方法３预测的剩余寿命的ＰＤＦ值能够很好地覆
盖剩余寿命的真实值，且 ＰＤＦ最大值均在真实值附近
分布，明显优于方法１和方法２的预测结果．另外，方法
１与方法２在各监测数据处估计的期望值也与实际值
相差很大，方法１没有考虑维护对系统性能的改善，严
重低估了陀螺仪的剩余寿命，而方法２将维护效果按照
修复如新的状态去预测剩余寿命，则严重高估了陀螺
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仪的剩余寿命．相比之下，方法３预测的剩余寿命期望
值能够更准确的拟合实际剩余寿命，这也意味着考虑

修复非新维护干预下的剩余寿命预测是与工程实际相

符的有效方法．

６４　三种方法的均方误差比较
为进一步比较，下面计算三种方法下预测剩余寿

命的均方误差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅｄＥｒｒｏｒｓ，ＭＳＥｓ），具体可表
示为ＭＳＥｋ＝Ｅ［（Ｌ


ｉ＋１，ｋ－珘Ｌ


ｉ＋１，ｋ）

２］，其中珘Ｌｉ＋１，ｋ表示设备
在ｔｉ＋１，ｋ时刻实际剩余寿命．ＭＳＥｋ越小，则表明估计越
准确．同时，如果有ｍ个监测点，则各点的ＭＳＥｋ之和可

表示为ＴＭＳＥ＝∑
ｍ

ｋ＝１
ＭＳＥｋ．图５显示了 ＭＳＥｋ随时间的

变化，方法１未考虑维护影响，而方法２将每次维护的
效果视为修复如新，这两种方法都产生了较大的误差，

但本文提出的方法３，由于考虑了修复非新的效果，在
各监测点预测的剩余寿命的 ＭＳＥ均较小．此外，方法１
和方法２在第一阶段预测误差很大，而到第二阶段，方
法１和方法２得到的预测误差相对减小，这是由于第一
阶段要经历２次修复非新下的维护干预，而第二阶段仅
经历１次维护．这也意味着维护次数越多，方法１和方
法２预测的误差越大．相应的，方法１、方法２和方法３
在这两个阶段得到的 ＴＭＳＥ分别为６４８１５，６７９７５和
１５７１１相对而言，方法３在这两个阶段都表现出显著
的优越性．这进一步证明本文采用的考虑修复非新维
护干预的影响有效地提高了退化模型的预测能力．

７　结论
　　针对在寿命周期内存在不完全维护影响的随机退
化设备，本文提出了一种考虑不完全维护影响下的退

化建模与剩余寿命预测方法．该方法以维护时间为节
点进行了能够表征不完全维护效果的随机退化建模．
在各阶段时间 ＰＤＦ的基础上，利用逆高斯分布的卷积
特性，在理论上推导出寿命 ＰＤＦ的解析表达式，考虑了
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维护效果的随机性和维护次数的影响，并利用时间尺

度变换，得到了在任意阶段任意监测时刻的设备的剩

余寿命分布，同时将不完全维护的影响传递到剩余寿

命分布中．为了验证所提方法的有效性，将推导的理论
成果应用到陀螺仪的实际数据．实验结果表明，与现有
文献中一类不考虑维护影响（或修复如旧的情况）的方

法、考虑维护效果为修复如新的方法以及传统的基于

寿命数据的方法相比，本文所提方法能够得到更合理、

更准确的结果．更为重要的是，本文所推导的剩余寿命
预测结果，当维护效果对设备退化过程没有影响时，则

剩余寿命分布退化为不考虑维护情况下的剩余寿命分

布，当维护效果能够达到修复如新的情况时，则剩余寿

命分布退化为修复如新情况下的剩余寿命分布．因此，
本文方法更具一般性和灵活性．

在进一步研究中，可以通过机理分析或数据驱动

的方法针对不同设备研究如何提高维护后状态残余量

的准确估计，这将进一步提高存在修复非新维护干预

下的剩余寿命预测准确性，同时也具有一定的挑战性．
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